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Η εργασία, που δόθηκε τον Δεκέμβριο του 2022, ήταν προαιρετική και διακπεραιώθηκε 

από τους μαθητές Ελευθερία Δαμαλή, Βάσω Δρακονταειδή, Γιώργο Καραχάλιο, Ιωάννα 

Σερέτη σε διάστημα κάποιων μηνών. Τελικά γράφτηκε και σε ψηφιακή μορφή τον 

Απρίλιο 2023. 



ΣΤΕΡΕΟΓΡΑΦΙΚΗ ΠΡΟΒΟΛH και ΣΗΜΕΙΑ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ 

 

 

 

Το πρώτο βήμα στην κατασκευή χαρτών είναι να πετύχουμε μια αντιστοιχία κάθε 

σημείου της σφαιρικής επιφάνειας με το επίπεδο. Εδώ, επιλέγουμε το επίπεδο που 

διέρχεται από τον ισημερινό. Θεωρούμε στο σχήμα ένα ακλόνητο σημείο 𝛮 στο βόρειο 

πόλο και σημείο 𝛧 στην επιφάνεια της σφαίρας. Τότε φέροντας την ευθεία 𝛮𝛧 

προσδιορίζεται στο επίπεδο το σημείο 𝑧. Αντίστοιχα το σημείο 𝛢 στην επιφάνεια της 

σφαίρας αντιστοιχεί στο σημείο 𝛼 του επιπέδου. Γνωρίζοντας τις συντεταγμένες των  

σημείων 𝒛, 𝒂 στο χάρτη-επίπεδο, μπορούμε να προσδιορίσουμε τις συντεταγμένες των 

πραγματικών σημείων 𝜡, 𝜜; Καθώς η απόσταση των 𝒛, 𝒂 στο επίπεδο μπορεί εύκολα 

να βρεθεί, μήπως μπορούμε να βρούμε την απόσταση των 𝜡, 𝜜 στον τρισδιάστατο 

χώρο και ακόμα καλύτερα το πραγματικό μήκος που έχει να διανύσει κάποιος πάνω 

στην επιφάνεια της  σφαίρας για να πάει από το 𝜡 στο 𝜜; Επίσης παρατηρούμε ότι όσο 

το σημείο 𝛧 πλησιάζει στον Πόλο 𝛮 τόσο το 𝑧 απομακρύνεται από την αρχική του θέση 

προς το «άπειρο». Και όπως φαίνεται δεν υπάρχει σημείο του επιπέδου που να 

αντιστοιχεί στο ίδιο το 𝛮. Πώς μπορούμε άραγε να ξεπεράσουμε αυτή τη δυσκολία και 

να μετράμε αποστάσεις και από το 𝜨; Τι επιπτώσεις έχει αυτό για τη μέτρηση στο 

επίπεδο; 

Με τις γνώσεις που έχουμε, θα δουλέψουμε μια διάσταση πιο κάτω, δηλαδή αντί της 

σφαίρας και του επιπέδου θα θεωρήσουμε κύκλο και ευθεία που περνάει από το κέντρο 

του.  
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Βλέπουμε εδώ το σημείο 𝑃 του κύκλου να 

αντιστοιχίζεται στο σημείο 𝑃′ της ευθείας 𝑥′𝑥. 

Προφανώς ο Νότιος πόλος 𝑆 αντιστοιχεί στο  

σημείο 𝛰 της ευθείας, ενώ πάλι ο βόρειος σε 

κανένα.  

Θα αναλύσουμε το πρόβλημα σε μια σειρά από 

ασκήσεις.  

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 1:  Ευκλείδεια γεωμετρία-Θεώρημα Δύναμης 

Θεωρούμε κύκλο κέντρου 𝛰 και ακτίνας 𝜌. Έστω σημείο 𝛢 εκτός κύκλου και τυχούσα 

ευθεία 𝜀 από το 𝛢 που τέμνει τον κύκλο στα 𝛢′ και 𝛭. Έστω ακόμα 𝛢𝛫 εφαπτόμενη 

στον κύκλο. Δείξτε με ομοιότητα τριγώνων ότι 

(𝛢𝛢′) ⋅ (𝐴𝑀) = (𝛢𝛫)2 = (𝛢𝛰)2 − 𝜌2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

Αρχικά θέλω: (𝛢𝛢’)(𝛢𝛭) =  (𝛢𝛫)(𝛢𝛫), ισοδύναμα (𝛢𝛢’)/(𝛢𝛫)  =

 (𝛢𝛫)/(𝛢𝛭) 

𝛭 

𝛢 

𝛢′ 

𝛫 

𝛰 

𝑺 

𝑶 



Συγκρίνω τα τρίγωνα ΑΚΑ΄ και ΑΚΜ:    Έχουν    Â =  Â, 𝛢′�̂�𝐴 = 𝐴�̂�𝐾 

(:θεώρημα υπό χορδής και εφαπτομένης), άρα είναι όμοια,  𝛢𝛫𝛢’ ≈

 𝛢𝛫𝛭. Επομένως, 

𝛢𝛢’/𝛢𝛫 =  𝛢𝛫 / 𝛢𝛭 

Επίσης, το τρίγωνο 𝛰𝛫𝛢 είναι ορθογώνιο γιατί 𝛰𝛫 ακτίνα και 𝛢𝛫 

εφαπτομένη 

Άρα 𝛰𝛢2 =  𝛰𝛫2 +  𝛫𝛢2 ⇔  𝛢𝛫2 =  𝛰𝛢2 − 𝜌2. 

ΑΣΚΗΣΗ 2: Υπολογισμός της απόστασης δύο σημείων πάνω στο κύκλο 

από τις προβολές τους στην ευθεία – Συντεταγμένες. 

Θεωρούμε την πραγματική ευθεία 𝑥′𝑥 και τα σημεία 𝛢, 𝛣 πάνω στην ευθεία με 

τετμημένες 𝑥𝐴, 𝑥𝐵 αντίστοιχα. Θεωρούμε τον κύκλο 𝑆 κέντρου 𝛰(0,0) με Βόρειο πόλο 

𝛭(0,1) και ακτίνα 𝝆 = 𝟏. Έστω 𝐴′ η τομή της ευθείας 𝛭𝛢 με τον κύκλο και 𝐵′ η τομή της 

ευθείας 𝛭𝛣 με τον κύκλο. Επίσης 𝑖 = (1,0), 𝑗 = (0,1). Υπενθυμίζουμε γενικά για όποια 

σημεία 𝛫, 𝛬 το συμβολισμό  |𝛫𝛬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | = (𝛫𝛬) = μέτρο (μήκος του 𝛫𝛬⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ). 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐵(𝑥𝐵, 0) 

𝑀(0,1) 

𝑂(0,0) 

𝐴′(𝑥𝐴
′ , 𝑦𝐴

′ ) 

𝐵′(𝑥𝐵
′ , 𝑦𝐵

′ ) 
𝑗 

𝑖 
𝛢(𝑥𝐴, 0) 

𝑆 



Τονίζουμε ότι οι δεδομένες ποσότητες εδώ είναι οι τετμημένες 𝑥𝐴, 𝑥𝐵  πάνω στην ευθεία, 

διότι αυτές μπορούν να μετρηθούν εύκολα (αντιστοιχία με χάρτη).  

1) Με τη βοήθεια της Άσκησης  1, δείξτε ότι  (𝛭𝛢′) ⋅ (𝑀𝐴) = 2 

2) Δείξτε ότι το διάνυσμα θέσης του 𝛢′ είναι  το  𝑂𝐴′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑗 +
2(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−𝑗)

|𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−�⃗�|
2  

3) Δείξτε ότι το 𝑂𝐴′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  έχει συντεταγμένες  𝑂𝐴′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
2𝑥𝐴

|𝑥𝐴|2+1
 ,

|𝑥𝐴|2−1

|𝑥𝐴|2+1
) . Γράψτε και το 

αντίστοιχο για το σημείο 𝛣′. Δηλαδή ουσιαστικά έχουμε γράψει τις συντεταγμένες των 

𝛢′, 𝛣′ συναρτήσει των συνταταγμένων των 𝛢, 𝛣.  

4) Δείξτε ότι η απόσταση (𝛢′𝛣′) ισούται με 

|𝛣′𝛢′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗| =
2|𝑥𝐴 − 𝑥𝐵|

|𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑗||𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑗|
=

2|𝑥𝐴 − 𝑥𝐵|

√|𝑥𝐴|2 + 1√|𝑥𝐵|2 + 1
 

δηλαδή μπορούμε να υπολογίσουμε την απόσταση των 𝜜′, 𝜝′ συναρτήσει της 

απόστασης |𝒙𝑨 − 𝒙𝑩| των 𝜜 και 𝜝.  

ΛΥΣΗ 

1) 𝛩έ𝜆𝜔 (𝛭𝛢′)(𝛭𝛢) = 2 

(𝛭𝛢′)(𝛭𝛢) = [(𝛭𝛢) − (𝛢𝛢′)](𝛭𝛢) = (𝛭𝛢)2 − (𝛭𝛢)(𝛢𝛢′)   (1) 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο 𝛢𝛭𝛰 έχουμε: 

(𝛭𝛢)2 = (𝛰𝛢)2 + (𝛰𝛭)2 = (𝛰𝛢)2 + 1   (2) 

Από Άσκηση 1 έχουμε: 

(𝛭𝛢)(𝛢𝛢′) = (𝛰𝛢)2 − 𝜌2 = (𝛰𝛢)2 − 1   (3) 

Από (1),(2),(3)  έχουμε: 

(𝛭𝛢′) ⋅ (𝑀𝐴) = (𝛰𝛢)2 + 1 − [(𝛰𝛢)2 − 1]    = (𝛰𝛢)2 − (𝛰𝛢)2 + 1 + 1 = 2 

2) Θέλω 𝛰𝛢′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝑗  +
2(𝛰𝛢⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−𝑗)

|𝛰𝛢⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−𝑗|
2 ,  δηλαδή,  

𝛰𝛭⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝛭𝛢′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝛰𝛭⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ +
2(𝛰𝛢⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−𝛰𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )

|𝛰𝛢⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−𝛰𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |
2  . Αυτό προκύπτει από την  



ΜΑ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
2ΜΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

|ΜΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |
2  διότι για τα μέτρα τους ισχύει (ΜΑ′) =

2(𝛭𝛢)

(𝛭𝛢)(𝛭𝛢)
 , 

λόγω του ερωτήματος (1), ενώ τα  𝛭𝛢′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ , 𝛭𝛢⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ είναι και συγγραμμικά. 

3) Από (2) έχω ΟΑ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =  j⃗  +
2(ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)

|ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2  

ΟΑ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (0,1) +
2[(𝑥𝐴,0)−(0,1)]

|(𝑥𝐴,0)−(0,1)|2 = (0,1) +
2(𝑥𝐴,−1)

|(𝑥𝐴,−1)|2 = (0,1) +

(2𝑥𝐴,−2)

√𝑥𝐴
2+1

2 = (0,1) +
(2𝑥𝐴,−2)

|𝑥𝐴|2+1
=

(|𝑥𝐴|2+1)(0,1)

|𝑥𝐴|2+1
+

(2𝑥𝐴,−2)

|𝑥𝐴|2+1
=

(0,|𝑥𝐴|2+1)+(2𝑥𝐴,−2)

|𝑥𝐴|2+1
=

(2𝑥𝐴,|𝑥𝐴|2+1−2)

|𝑥𝐴|2+1
=

(2𝑥𝐴,|𝑥𝐴|2−1)

|𝑥𝐴|2+1
=

(
2𝑥𝐴

|𝑥𝐴|2+1
,

|𝑥𝐴|2−1

|𝑥𝐴|2+1
) 

Όμοια, ΟΒ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (
2𝑥𝛣

|𝑥𝛣|2+1
,

|𝑥𝛣|2−1

|𝑥𝛣|2+1
) . 

4) |Β′Α′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗|=|ΟΑ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − ΟΒ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | = | j⃗  +
2(ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)

|ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2 − (j⃗  +

2(ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)

|ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2 ) | =

2|(
(ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)

|ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2 −

(ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)

|ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2)|= 2{(

(ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)

|ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2 −

(ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)

|ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2)

2

}
1

2⁄ =  

 2 {
1

|ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2 −

2(ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)(ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)

|ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2

|ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2 +

1

|ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2}

1
2⁄

=

 2 {
|ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|

2
−2(ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)(ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗)+|ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|

2

|ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2

|ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗−j⃗|
2 }

1
2⁄

= 

2{
(ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )2

|ΟΑ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − j⃗|
2

|ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − j⃗|
2}

1
2⁄ =

2|ΟΑ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − ΟΒ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |

|ΟΑ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑗||Ο𝛣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑗|
 



ΑΣΚΗΣΗ 3 

Ποιός είναι ο πραγματικός δρόμος 𝜜′𝜝′ πάνω στον κύκλο, δηλαδή ποιό είναι το μήκος 

του τόξου  𝑨′𝑩′⏜ ;  

1) Δείξτε ότι αν 𝜃 είναι η γωνία σε ακτίνια των διανυσμάτων 𝑂𝐴′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  και 𝑂𝛣′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  τότε 

𝜎𝜐𝜈𝜃 =
4𝑥𝐴𝑥𝐵 + (|𝑥𝐴|2 − 1)(|𝑥𝐵|2 − 1)

(|𝑥𝐴|2 + 1)(|𝑥𝐵|2 + 1)
 

κι έτσι θεωρούμε τη γωνία 𝜃  γνωστή. 

2) Δείξτε ότι το μήκος 𝐿 του τόξου  𝐴′𝐵′⏜  είναι 𝐿 = 𝜃. 

ΛΥΣΗ 

1) Γνωρίζουμε 𝜎𝜐𝜈𝜃 =
ΟΑ′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗ ΟΒ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

|ΟΑ′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ ⃗||ΟΒ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗|
 ενώ από την Άσκηση 2 έχουμε 

 ΟΑ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (
2𝑥𝐴

|𝑥𝐴|
2

+1
,

|𝑥𝐴|2−1

|𝑥𝐴|
2

+1
) και ΟΒ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (

2𝑥𝛣

|𝑥𝛣|2+1
,

|𝑥𝛣|2−1

|𝑥𝛣|2+1
). Αντικαθιστώντας, 

προκύπτει εύκολα το ζητούμενο. 

2) Προκύπτει από τη γνωστή σχέση που συνδέει μήκος τόξου και ακτίνα, 

εδώ, L = 𝑅𝜃 = 𝜃, εφόσον η ακτίνα είναι ίση με 1.  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΣΚΗΣΗ 4: Ένας νέος «χώρος». 

Mε τα προηγούμενα έχουμε πετύχει μια αντιστοιχία κάθε σημείου 𝚨 της πραγματικής 

ευθείας, σε ένα σημείο 𝚨′ του κύκλου ως τομή της 𝛭𝛢 με το κύκλο. Aν συμβολίσουμε 

με 𝑹 την πραγματική ευθεία 𝑥′𝑥 και με 𝑆 τον κύκλο, θεωρήσαμε ουσιαστικά μια 

αντιστοιχία 

𝑹 → 𝑆 

𝛢 → 𝐴′ 

που πάει δηλαδή το 𝛢 στο 𝛢′ και μάλιστα με συγκεκριμένο τύπο που δείχθηκε στο 3) της 

άσκησης 2. Δηλαδή 

𝐴(𝑥𝐴, 0) → 𝐴′(𝑥𝐴
′ , 𝑦𝐴

′ )  

με 



𝑥𝐴
′ =

2𝑥𝐴

|𝑥𝐴|2 + 1
 ,   𝑦𝐴

′ =
|𝑥𝐴|2 − 1

|𝑥𝐴|2 + 1
 

1) Το αντίστροφο ισχύει; Δηλαδή αν πάρουμε οποιοδήποτε σημείο 𝛢′ του κύκλου και 

φέρουμε την ευθεία 𝛭𝛢′ τότε καθορίζεται και ένα σημείο πάνω στην πραγματική ευθεία 

𝑥′𝑥; Δίνουμε την απάντηση: 

Η απάντηση είναι όχι για το ίδιο το σημείο 𝛭. Παρατηρούμε ότι όσο τα σημεία 𝛢′ 

πλησιάζουν το 𝛭, τόσο η ευθεία 𝛭𝛢′ τείνει να γίνει παράλληλη με τον άξονα 𝑥′𝑥 κι έτσι 

για σημεία 𝛢′ πολύ κοντινά στο 𝛭 η ευθεία 𝛭𝛢′ τέμνει τον 𝑥′𝑥 «πολύ μακρυά» από το 

𝛰(0,0). 

Όταν λοιπόν το 𝛢′ «πέσει» πάνω στο 𝛭 τότε η 𝛭𝛢′ γίνεται εφαπτομένη στο 𝛭 και άρα 

παράλληλη στον άξονα 𝑥′𝑥.  

Συμπερασματικά, ενώ κάθε σημείο του 𝑹 (άξονα 𝑥′𝑥) αντιστοιχίζεται σε κάποιο σημείο 

του κύκλου 𝑆, η αντίστροφη αντιστοίχιση, ας τη συμβολίσουμε  

𝑆 − {𝛭} → 𝑹 

𝛢′ → 𝐴 

συμβαίνει για όλα τα σημεία του 𝑆 εκτός του 𝛭.  

Με αυτά όμως που προηγήθηκαν θα μπορούσαμε να πούμε διαισθητικά ότι το 𝜧 

αντιστοιχίζεται στο «άπειρο». Για να ξεπεράσουμε λοιπόν, τη δυσκολία, θεωρούμε ένα 

σημείο που συμπληρώνει την ευθεία 𝑹 και λέμε ότι βρίσκεται στο άπειρο. Το 

συμβολίζουμε με ∞ και  έχουμε την αντιστοιχία  

𝛭 → ∞ 

ενώ την ευθεία 𝑹 μαζί με το νέο συμπληρωματικό σημείο ∞ τη συμβολίζουμε 𝑹. 



2) Αποδείξτε, όπως στην Άσκηση 2(4) ότι η απόσταση του σημείου 𝛢′(𝑥𝐴
′ , 𝑦𝐴

′ ) από το 

𝛭(0,1) δίνεται ως 

|𝛢΄𝛭⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗| =
2

√|𝑥𝐴|2 + 1
 

3) Στο σημείο αυτό ας επικεντρωθούμε στην ευθεία 𝑥′𝑥 δηλαδή στο 𝑹. Γνωρίζουμε ότι 

η απόσταση δύο σημείων 𝛢, 𝛣 δίνεται ως (𝛢𝛣) = |𝑥𝐴 − 𝑥𝐵|. Με όσα όμως 

προηγήθηκαν, μπορούμε να ορίσουμε μια καινούρια έννοια απόστασης πάνω στην 

ευθεία  𝑹 αλλά και στην ευθεία 𝑹.  

Συγκεκριμένα ορίζουμε την νέα απόσταση των 𝛢, 𝛣 να είναι η απόσταση των εικόνων 

τους 𝛢′, 𝛣′ πάνω στον κύκλο, δηλαδή, λόγω της άσκησης 2(4) ορίζουμε: 

‖𝛢𝛣‖ =
2|𝑥𝐴 − 𝑥𝐵|

√|𝑥𝐴|2 + 1√|𝑥𝐵|2 + 1
 

Κατά συνέπεια λόγω του προηγούμενου ερωτήματος 2) θα μπορούσαμε να ορίσουμε 

και την απόσταση οποιουδήποτε σημείου 𝜜 της ευθείας από το σημείο ∞ να είναι 

‖𝛢∞‖ =
2

√|𝑥𝐴|2 + 1
 

Αποδείξτε ότι και για την καινούρια αυτή έννοια απόστασης στην ευθεία 𝑹 ισχύει η 

τριγωνική ανισότητα: 

‖𝜝𝜞‖ ≤ ‖𝜜𝜝‖ + ‖𝜜𝜞‖ 

Έτσι για τα σημεία του καινούργιου αυτού «χώρου» 𝑹 ισχύουν οι ιδιότητες μετρικής, 

δηλαδή 

‖𝜜𝜜‖ = 𝟎 

‖𝜜𝜝‖ = ‖𝜝𝜜‖ 

‖𝜝𝜞‖ ≤ ‖𝜜𝜝‖ + ‖𝜜𝜞‖ 

για οποιαδήποτε σημεία του 𝛢, 𝛣, 𝛤.  

4) Με την καινούρια αυτή έννοια απόστασης υπάρχουν σημεία 𝜜, 𝜝 διαφορετικά 

μεταξύ τους που να “απέχουν από το άπειρο” ίση απόσταση; Μήπως κάθε σημείο 𝜜 

της 𝑹 έχει ένα «συμμετρικό» ως προς το “άπειρο” σημείο 𝜝 (δηλαδή να απέχουν 



εξίσου από το ∞); Έτσι θα έχουμε δύο σημεία πάνω στην 𝑹 ως προς τα οποία κάθε 

άλλο σημείο έχει “συμμετρικό”. Ποιά είναι αυτά;  

Με αυτή τη παρατήρηση μπορείτε να φανταστείτε με τι σχήμα μοιάζει η 𝑹; 

Υπάρχει σημείο του 𝑹  που να απέχει εξίσου από το 𝟎 και το ∞; Ποιά είναι η εικόνα 

του στον κύκλο μέσω στης αντιστοιχίας  𝑹 → 𝑺; 

ΛΥΣΗ  

Η (1)  έχει ήδη σχολιαστεί. 

2) Θέλω  |𝛢′𝛭⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗| =
2

√|𝑋𝐴|2+1
     

|𝐴′𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗| = |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑂𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | = |(𝑥𝑀, 𝑦𝑀) − (
2𝛸𝐴

|𝑋𝐴|2 + 1
,
|𝑋𝐴|2 − 1

|𝑋𝐴|2 + 1
)|

= |(0,1) − (
2𝑥𝐴

|𝑋𝐴|2 + 1
,
|𝑋𝐴|2 − 1

|𝑋𝐴|2 + 1
)|

= |(−
2𝑥𝐴

|𝑋𝐴|2 + 1
, 1 −

|𝑋𝐴|2 − 1

|𝑋𝐴|2 + 1
)|

= |(−
2𝑥𝐴

|𝑋𝐴|2 + 1
,
|𝑋𝐴|2 + 1 − |𝑋𝐴|2 + 1

|𝑋𝐴|2 + 1
)|

= |(−
2𝑥𝐴

|𝑋𝐴|2 + 1
,

2

|𝑋𝐴|2 + 1
)|

= √(−
2𝑥𝐴

|𝑋𝐴|2 + 1
)

2

+
4

(|𝑋𝐴|2 + 1)2
= √

4|𝑋𝐴|2 + 4

(|𝑋𝐴|2 + 1)2

= √
4(|𝑋𝐴|2 + 1)

(|𝑋𝐴|2 + 1)2
=

2

√|𝑋𝐴|2 + 1
 

3) Θέλω ||𝛢𝛤|| ≤ ||𝛢𝛣|| + ||𝛣𝛤|| , όπου 𝛤 τυχόν σημείο της ευθείας 𝑅. 

Σύμφωνα με ό,τι προηγήθηκε, αρκεί να αποδείξουμε ότι  

(𝛢′𝛤′) ≤ (𝐴′𝐵′) + (𝐵′𝛤′) 



όπου 𝛢′, 𝛣′, 𝛤′ είναι οι αντίστοιχες εικόνες πάνω στον κύκλο των σημείων 

𝛢, 𝛣, 𝛤 της ευθείας 𝑅. Έτσι το ζητούμενο απλά είναι η γνωστή τριγωνική 

ανισότητα στο επίπεδο. Αν τώρα το 𝛤 είναι το σημείο ∞ της �̅�, τότε αυτό θα 

αντιστοιχεί στο σημείο 𝛭 του κύκλου και το συμπέρασμα πάλι προκύπτει 

από την τριγωνική ανισότητα.  

4) 1ο υποερώτημα   

Ξέρουμε ότι για κάθε σημείο ισχύει ||𝐴∞|| =
2

√|𝑋𝐴|2+1
  

Άρα εμείς θέλουμε: 

||𝐴∞|| = ||𝐵∞|| 

2

√|𝑋𝐴|2 + 1
=

2

√|𝑋𝛣|2 + 1
       

4

||𝑋𝐴|2 + 1|
=

4

||𝑋𝐵|2 + 1|
   

||𝑋𝐴|2 + 1|= ||𝑋𝐵|2 + 1|  

• Άρα |𝑋𝐴|2 + 1 = |𝑋𝛣|2 + 1 ↔ |𝑋𝐴|2 = |𝑋𝛣|2 ↔ 𝑋𝐴 = ±𝑋𝛣  

Αλλά το 𝑋𝐴 = 𝑋𝛣 απορρίπτεται, γιατί 𝛢 ≠ 𝛣.  

• Ή  

|𝑋𝐴|2 + 1 = −|𝑋𝛣|2 − 1 

|𝑋𝐴|2 + 2 = −|𝑋𝛣|2 

Αδύνατο, γιατί |𝑋𝐴|2 + 2 > 0 και −|𝑋𝛣|2 < 0 

Άρα κάθε σημείο Α έχει ένα συμμετρικό σημείο Β ως προς το ∞ για τα 

οποία ισχύει 𝑿𝑨 = −𝑿𝜝, δηλαδή είναι συμμετρικά και ως προς την αρχή 

𝟎 του άξονα  𝑹. 

2ο υποερώτημα  



Με όσα προηγήθηκαν η �̅�  μοιάζει να έχει σχήμα κύκλου (ή, όπως λέμε, 

ομοιομορφικό του κύκλου, κλειστό σχήμα χωρίς αυτοτομές καθώς κάθε 

σημείο έχει διαφορετική συντεταγμένη), αφού κάθε σημείο της 𝑅 

αντιστοιχεί σε μοναδικό σημείο του κύκλου και το ∞ της �̅� στο «βόρειο 

πόλο» 𝛭 του κύκλου. Σε αυτό συνηγορεί και το γεγονός ότι αν διαισθητικά 

παραμέναμε στο ότι η �̅� είναι «ευθεία» θα είχαμε ||𝛢∞|| = ||𝛢𝛣|| +

||𝛣∞||, άτοπο , γιατί ||𝛢∞|| = ||𝛣∞|| από 1ο υποερώτημα.  

3ο υποερώτημα 

Έστω το 𝛥(𝑋𝛥, 0), το ζητούμενο σημείο. 

Θα ισχύει              ||𝛥∞|| = ||𝛥𝛰|| 

2

√|𝑋𝛥|2 + 1
=

2|𝑋𝛥 − 𝑋𝛰|

√|𝑋𝛥|2 + 1√|𝑋𝛰|2 + 1
 

2

√|𝑋𝛥|2 + 1
=

2|𝑋𝛥|

√|𝑋𝛥|2 + 1
 

|𝑋𝛥| = 1 ↔ 𝑋𝛥 = ±1 

Άρα υπάρχουν δύο σημεία , το 𝛥(1,0) και το 𝛦(−1,0). 

Αφού 𝑋𝛥 = 1 και 𝑋𝛦 = −1, τότε 𝛥 ≡  𝛥’ και 𝛦 ≡  𝛦’,  δηλαδή είναι τα 

σημεία τομής του κύκλου και της ευθείας 𝑅.  

Συμπεραίνουμε ότι πάνω στην γνωστή μας ευθεία 𝑹 εφοδιασμένη με ένα 

επιπλέον σημείο ∞ δόθηκε μία μετρική || ∙ || ως προς την οποία το σημείο 

με συντεταγμένη 𝒙 = 𝟏 (και αυτό με 𝒙 = −𝟏) ισαπέχει από δύο σημεία 

της «ευθείας-κύκλου» 𝑹 ∪ {∞}, το 𝟎 και το ∞. Αυτή η νέα μετρική, λοιπόν, 

παραμόρφωσε τις αποστάσεις,  έτσι ώστε τελικά ο «χώρος 𝑹» να αλλάξει 

σχήμα: η νέα μετρική «καμπύλωσε το χώρο». 
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